








Université Belhadj Bouchaib d’Ain Témouchent

Corrigé de l’examen de Processus Stochastiques

Exercice 1 :(Questions de cours)

1. Un processus aléatoire est une famille (Xt)t∈T de variables aléatoires associée à toutes les valeurs de t de T .

2. Un processus stochastique est dit "à temps discret" lorsque T est discret (ex. N,Z ou leurs parties etc.)

3. L’espace d’état d’un processus aléatoire est son ensemble d’arrivée dans lequel il prend toutes ses valeurs.

4. Une trajectoire est une réalisations d’un processus aléatoire pour un aléa donné ω de Ω .

5. Les lois finidimensionnelles sont les lois marginales de dimensions finies du processus.

Exercice 2 :

1. fX(x) =
∫ ∞
−∞

f (x, y) dy et FX(x) =
∫ x

−∞

∫ ∞
−∞

f (t, y) dt dy.

2. f (y/x) =
f (x, y)
fX(x)

=
f (x, y)∫ ∞

−∞
f (x, y) dy

et F(y/x) =
∫ y

−∞
f (s/x) ds =

1
fX(x)

∫ y

−∞
f (x, s) ds

3. E(X,Y) = (E(X), E(Y)) =
(∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
x f (x, y) dx dy,

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
y f (x, y) dx dy

)
4. E(X/Y) =

∫ +∞

−∞

x f (x/y) dx =
1

fY(y)

∫ +∞

−∞

x f (x, y) dx

Exercice 3 :

1. Si les Xt sont i.i.d. alors : Cov(Xt, Xt′) = 0 pour t , t′ et Cov(Xt, Xt) = Var(Xt) = 2.

2. Si les Xt sont non corrélées, elles ne sont pas nécessairement i.i.d.

3. (Xt)t∈Z n’est pas un bruit blanc puisqu’on ne connait pas sa fonction de covariance. Il serait un bruit blanc
lorsque les Xt sont non corrélées.

4. Dans ce cas, il serait un bruit blanc faible puisqu’on ne connait pas sa loi de probabilité.

5. Non, puisqu’il n’est pas fort.

Exercice 4 :

1. E(Yt) = E(aYt−1 + εt) = aE(Yt−1) + E(εt) = aE(Yt−1), la stationnarité exige que : E(Yt) = E(Yt−1) ceci
implique que : (1 − a)E(Xt) = 0 d’où : E(Yt) = 0 si 1 − a , 0. D’autre part,
Var(Yt) = var(aYt−1 + εt) = a2Var(Yt−1) + 2Cov(aYt−1, εt) + var(εt) = a2Var(Yt−1) + 0 + var(εt) =

a2Var(Yt−1) + σ2 la stationnarité exige que : Var(Yt) = var(Yt−1) d’où la relation : Var(Yt) =
σ2

1 − a2 .

Or, la variance est toujours strictement positive ce qui exige que : 1− a2 > 0 d’où la condition de stationna-
rité : |a| < 1.

2. Le processus (Zt)t∈Z est stationnaire. En effet sa moyenne : E(Zt) = 0 pour tout t de Z, sa variance :
Var(Zt) = Var(εt + bεt−1) = Var(εt) + 2Cov(εt, bεt) + b2var(εt−1) = σ2 + 0 + b2σ2 = (1 + b2)σ2 qui est une
constante positive. En plus,
Cov(Zt,Zt−1) = Cov(εt + bεt−1, εt−1 + bεt−2) = bCov(εt−1, εt−1) = bVar(εt−1) = bσ2 ne dépend pas de t et
Cov(Zt,Zt−h) = 0 pour h = 2, 3, . . . indépendant de t.
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